﻿NARCISA APREUTESEI DUMITRIU PROBLEME DE ANALIZA MATEMATICA CALCUL INTEGRAL Capitolul Primitive Integrala nedefinită Notiunea de primitivă Definiția O funcție F : I ! R se numește primitiva pe intervalul I a funcției f : I ! R daca F este funcție derivabila pe I și F' (x) = f (x) , ( ) x I Daca funcția f : I ! R are cel puțin o primitiva pe I, atunci spunem ca funcția f admite primitive pe I Propoziția Daca f : I ! R admite primitive pe I și F este o primitiva, atunci toate primitivele lui f sunt de forma F + C, unde C este o constanta Definiția Daca f : I ! R admite o primitiva F pe I, atunci mulțimea tuturor primitivelor funcției f se numețte integrala nedefinita a funcției f pe I ți se noteaza f f (x) dx Vom folosi notatia clasica f f (x) dx = F (x) + C, x I, C R Proprietăți ) Se stie ca orice functie continua admite primitive ) Orice functie care admite primitive are proprietatea lui Darboux si deci duce orice interval într-un interval Probleme rezolvate Sa se arate ca armatoarele funcții admit primitive pe R : a) f (x) = cos x - ~, x x — к/ = к/ — , x = к/ b) f (x) U ( + x + x ) /X ,x = e, x = { R a) Functia f este evident continua pe R\ {k/ } Apoi, cos x — sin(x — k/ ) lim -— = lim - x^v/ x — K/ x^^/ x — K/ deci f este continua si în к/ De aici, f este continua pe R si deci admite primitive pe R b) Cum lim ( + x + x ) /x = lim[( + x + x ) /(x + x )] + x = e = X! X! f ( ) , rezulta continuitatea lui f în si deci pe R Asadar f admite primitive pe R Sa se arate ca funcția f : R ! R, f (x) = COS — ; x x sin - x ; x = x = nu admite primitive pe R R Fie G (x) = x sin —, x = Deoarece G (x) = x sin — x rezulta ca G| ( (respectiv f |( , itive Fie F o primitiva a sa Atunci F ar avea forma cos —, ,o)(respectiv G|(o, )) este o primitiva pentru funcția f |( j ) )) Prin reducere la absurd presupunem ca f admite prim- X = ; F (x) = G (x) + c , x C ; x = Cum orice primitiva este o functie derivabila, deci si continua în , ar trebui sa avem lim(G (x) + Ci) = lim(G (x) + c ) = c Cum lim G (x) = , deducem rr zn x у x / o x &o x c = c = c , de unde F G (x) + ci; x = F (x) [ ci, x = Din faptul ca F este derivabila pe R si F = f (definiGa primitivei), rezulta ca F ( ) = f ( ) = Dar IX x\ i ■ F (x) F ( ) v G (x) + ci ci r • n F ( ) = lim = lim = lim x sin — = x •() x — x •() x x •() x Contradictia la care am ajuns arata ca f nu admite primitive pe R f (x) = \ sin x; x = nu admite [ — , x = Sa se arate ca funcția f : R ! R, primitive pe R x cos —, x = A , x Aceasta , x = Fie G o primitiva a sa G (x) , x = Cum H (x) = x cos —+ x ;o) (respectiv R Fie functia auxiliara g : R ! R, g (x) = functie este continua pe R, deci admite primitive Fie acum functia H (x) = x cos - x sin - x cos — = sin — = f (x) , x = , deducem ca H|( rp rp rp ' e-x e-x e-x H|(o, )) este o primitiva pentru functia f |(- ,o) (respectiv f |(- ,i Daca f admite primitive (prin reducere la absurd), atunci o astfel de primitiva F a sa ar avea forma F (x) = R Presupunem ca f admite primitive Pentru ca f se scrie sub forma ( X p , ч I - ( — cos —); x = f (x) = admite primitive pe R ți sa se calculeze o primitiva a sa { ; x Fiind continua în ~ x, Din continuitatea lui F în si obtinem c = I - + x + C ; Se verifica + x + C; ( F (Inx) ,x> h (x) = ] lim F (In x) , x = = | lim F (y) = b R, x = , fiind continua, are primitive Fie H una Atunci o primitiva a lui g, daca exista, are forma xF (In x) — H (x) + C, x > -H ( ) + C,x = Aceasta s-a obținut din continuitatea lui G Se verifică prin calcul direct că G este derivabila si G' = g pentru x > Impunând același lucru si pentru x = , ajungem la concluzia ca G este derivabila la dreapta în si G' ( ) = g ( ) , a = Metode de calcul pentru primitive Teorema (a integrării prin părți) Daca f,g : I ! R sunt funcții derivabile pe I ți funcția fg' admite primitive pe I, atunci ți funcția f 'g admite primitive pe I ți are loc formula de calcul j f' (x) g (x) dx = f (x) g(x) - У f (x) g' (x) dx, x I, numita formula integrării prin părți Teorema (teorema întâi de schimbare de variabila) Se dau funcțiile f : I ! R ți g : J ! R (I,J intervale din R), astfel încât g admite o primitiva G pe J Fie ' : I ! J derivabila pe I, cu proprietatea ca f = (g o ') '' pe I Atunci funcția G o ' este o primitiva pe I a lui f, adica j f (x) dx = G (' (x)) + C, x I Teorema (teorema a doua de schimbare de variabila) Fie f : I ! R o funcție data Presupunem ca exista o funcție g : J ! R care admite primitive pe J (fie G o astfel de primitiva) ți o funcție ' : J ! I bijectiva ți derivabila pe J astfel încât ' = pe J ți g = (f o ') ' pe J Atunci funcția G o ' este o primitiva pe I a funcției f, adica j f (x) dx = G (x)) + C, x I Prezentăm acum unele metode de integrare pentru câteva clase de functii Începem cu clasa functiilor rationale Definhia si proprietătile elementare ale acestor functii se presupun cunoscute Deflnția Se numesc fracții simple funcțiile raționale deforma A/ (x — a)n , x = a ți (Ax + B) / (ax + bx + c)n , cu b — ac , ațunci Vax + bx + c = yfăx+ sau д/ax — t sau — д/ax+ sau —^/ax — t III Dacaă c > , ațunci д/ax + bx + c = д/c+tx sau — д/c+tx sau д/c—tx Probleme rezolvațe Folosind substituții trigonometrice, sa se calculeze: , , x''d x Vx + a) I = -^= >x (- ); b) = f у — x x , dx x ( , + ); c) I = j — ;x ( + ) xy x — R a) Cu substituția x = sint t ( ,^), avem dx, b) с) I= = — arcsin x sin t cos t dt cos t -x— — x + C — cos t dt = -t " - sin t + C = Facem x = tgt, t ( ,^/ ) I = f Cx + dx = [ cos t J x J tg t cos t dt = — — dt = J sin t cos t sin t + cos t sin t dt = —; - -dt = / -— dt + -— = sin t cos t cos t sin t [ — (cos t)' [ (— cos t)' = —— dt + -— dt = — In J cos J — cos cos t cos t — cos t + +C Facem x I= = —x + +— In — У x + + —x + + C cos t t ( ,^/ ) cos t sin t — I -—dt — t + C — arccos — + C x\Jx — J sin t cos x dx Utilizând metoda integrării prin parți, calculați: x earcsmxdx, x (— , ); b) I = f ex cos xdx, x R; a) I = s c) In = Л n , n N*> x R (x + a ) R a) Putem scrie succesiv x I = ' ndd = ■ garesin x v ■ garesin n x — dx V' x -у/ - x earesinn + У earesinndx = -у/ - x earesinn + xe^esinn x - I earesinx - dx J \ x x Deci I = — V - x earesin n + -earesin n + C b) Integrând de doua ori prin părți, avem: /e cos * x = en cos x Je sin xdx = - cos x ■ e sin x /■ cos x dx gn Deci I = — (cos x + sin x) + C c) Scriind numărătorul ca x' si integrând prin părți, obținem dx (x + a )n x = (x + a )n —n ■ x (x + a )n - -dx = (x + a ) n x (x + a )n + x (x + a ) J x dx + = (x + a )n f (x + a ) — a x + n n—dx = -—-n J (x + a )n+ (x + a )n x Deci na In+ = ( n ) Tn + ; ) (x + a ) + n In — na In+i n — x n+ na n na (x + a )n ’ x I = - arctg - + C aa П > ; dx; x Calculați următoarele integrale nedefinite pe intervale care nu conțin p x + punctele în care se anuleaza numitorii: a) I = — x b) I = R - dx; c) I = R dx (x + x + ) (x — ) R a) Descompunând în fracții simple, gasim x + I = x — + dx = — ln |x| + ln |x — | + In |x + | + C [ ( x + ) — [ (x + x + / [ (x + ) dx - ^dx = - -~ dx — / (x + x + ) (x + x + ) (x + ) + În integrala a doua facem substituția + x = z si obținem I = f dz = x + x + J (z + ) z = x- + x + z z + + C; deci , x+ = x- + x + arctg(x ) x- + x + + C sau I = ——— c arctg (x + ) + C (x + x + ) gV + ’ + dx A B c) I — — ( ч + + J (x — ) (x + x + ) J x — (x — ) Cx + D Ex + F B +—- Adx = A In |x — | + x + x + (x + x + ) ' x - D C r ( x + ) + -C - r Ex + F , +— — dx + - dx J x + x + J (x + x + ) Avem A =-, B = -, C = —, D = —, E = —, F = Notam J si J ’ ’ ’ \ ’ ' ultimele doua integrale de mai sus Atunci, J = D * + ) + dx = ln x + x + ) + +V J x + x + V ' J d + = -^ in (x + x + ) + —-= arctg x + + c Pentru calculul lui J vom utiliza integrala de la problema , c) pentru n = , a = a/ / si x + / în loc de x + J = / x+ (x + x + ) dx = / x + (x + x + ) dx+ d + x + x + XX —— arctg Ț / + Ц x + p \ “ / x + x + + C; / + x +— deci x + x + — -o + = arctg = + ~ + C x + x + x + x + Se înlocuiesc J si J în expresia lui I si se termina calculul Sa se determine următoarele primitive din funcții iraționale: dx dx a) I , x ( , ); b) I -л) , x ’ J y/x + ^’ v h J x - - x - ( / , ); c) I = dx, x ( , ); d) I = f =, x R R a) Facând schimbarea de variabila x = t , se obtine I= dx x + x t dt t +t = [ -dt = [ (t — t + -dt = J t + J \ t + J J = = t - t + t - in |t + | + c = ^x - tx + x - in | tx + + c b) Facem substituția x — = t ) dx = t dt I-/ t dt t = t dt = f (t — t) + (t — ) + J dt = = + + dt = t + t + In |t — + C = t t t - = V x - + x - + In x - - | + C c) I se scrie sub forma I = f x (x + ) dx, deci este o integrala m + binoma cu m = , n = —, p = - Avem = Z ) x + = z ) ’ ’ P n + x = (z — ) , dx = z (z — ) dz, de unde I = ! - z • z (z ) dz = ^z (z - ) dz = / \ / x = z z + c = ( x + ) — ( x + ) + C \ / \ / d) I = / m+ n ’ dx m+ + p n (x = + ) dx Avem m = Z Facem substitutia ’ n = ’ p = Deci x + x = z , — = z — , x = x z - De aici, dx = —z (z — ) = dz Atunci, I = ! - ) ' + ] ~ (-?) - x ) dz = -' dz = (z - ) z z dz \ z + J z + dz = - In arctg z+ / = (z - = z + z - +C = ln ( + x~ ) + ( + x ) — arctg ( + x ) + C Sa se calculze următoarele primitive din funcții raționale depinzând de funcții trigonometrice: dx a) i , + sin x + cos x dx c) J Zl î ; (sin x + cos x) x R a) Facem tg — = t dt i+t dt P sin x x R; b) - — dx, x R; ’ ’ J + sin x ’ ’ x ( ,^/ ); d) j' sin xcos xdx, x R + + =t J + i+t + +t x =ln tg + + C dt = , x = ln |t + + C = J ( + ) b) I = +sisn — dx Funcția de sub integrala este impara în sin x )facem schimbarea de variabila cos x = t, de unde — sin xdx = dt, sin x = - t i = / * in J t - ^/ t - t + V + C; deci I = —— In ^ cos x — cos x + v + C = R - Funcția de sub integrala (sin x + cos x) (tg x + ) cos x fiind para în sin si cos, vom face schimbarea de variabila tg x = t Atunci, tg x + = —, cos x = Diferentiind, găsim cos x + t Deci, + t ’ c) = f unde dx = I-/ dx -—dx = dt, de cos x dt (t + ) гЪ + f dt J (t + ) Ш + C + C tg x + , rezulta ca I = fi + C V x — b) a > ) fix + x + = x + t ) x + x + = x + tx + t , t - , t ( - t) - (t - ) (- ) ( - t) t, ( — t) x = t — ) x = — -p ) dx = ! ( - t) deci dx = — — dt În plus, ( - ) P ’ t — t + p x + x + = + x + t = + — - + t = — + + ++ + ( - )+ (t - ) f (t - ) — t + t - /t - t + fi (t - ) dt = fi (t - ) dt « - m)" = - -ln ' - |+C= fix + x + — x — In px + x + — x — + C c) Facem substituția Vx + x + = + tx, de unde x + x + = + tx + t x Deci, x + = t + t x ) — t = x (t — ) ) x = t , - t \/x + x + — + t——— t — -t + t - t - t - t t - dx t - ’ — (t - ) - ( - t) t (t - t + ) dt - dt — (t - ) (t - ) /■ t - t - J t - t ’ -t + t - (t — t + ) dt (t - ) - dt t - t dt = In |t| - In |t - | + C = =/e t = In - ; x + / -\/x + x + — -\/x + x + — — x + C Probleme propuse Sa se arate ca următoarele funcții admit primitive pe R : a) f (x) = sin x , x , x = ;b) f (x) = | Де , x = x , x = { x = R Functiile sunt continue în origine, deci pe R si în consecinta admit primitive Se considera functia f : [— , ] ! R, f (x) = / Sin x; x = a, x = Determinati valorile lui a R pentru care f admite primitive pe R R a = Calculati urmatoarele integrale: a) f sin xdx, x R; b) f cos xdx, x R; c) f esin x cos xdx, x R x R a) - sin x + c; b) sin x x Sa se calculeze: a) f J ( + x ) x R; c) J x — x dx, x R sin x -+ c; c) - esin x + c + ’ ’ + , / \ \ г dx ;dx, x ț-V , ; b) J , o—-r, v ' x + x + o i x + q\ / R a) - In |x + | +—— +c: b) -arctg -+c; c) — ( — x H + ! + l + (x + )+ ’ ' g ! V ! + c Aratati ca daca f : R ! R este derivabila si para (respectiv impara), atunci f este impara (respectiv para) Fie g : R ! R o functie para (respectiv impara) care admite primitive Este adevarat ca orice primitiva G a lui g pe R este para sau impara? R Nu Contraexemplu: g (x) = cos x, G (x) = sin x + f b d Fie fk : R ! R, f (x) = J ax cos x + C Sin x,x = , unde a,b,c,d ( k, x = R* Sa se determine valorile lui k R pentru care f are primitive pe R R k = sa se determine o primitiva a functiei f : R ! R cu proprietâtile: f ( ) = si exista a ( , ) a î f (x) — f (ax) = x + x , x R R Înlocuind x cu azx, i N si sumând dupa i de la la n — (n N fixat), ajungem la a n f (x) = f (anx) + x - + x — a - a n - a : Trecând la limita pentru n ! (x fixat) si folosind continuitatea lui f, obtinem f (x) = + + - — a — a —e /x x x , ' are primitive pe R , x = R Functia este continua pe R (pentru calculul limitei în se face substituția t = /x si se aplica de ori regula lui l’Hopital), deci admite primitive sa se determine o primitiva a functiei f (x) = — -— -, x x (x + ) (x + ) ( , ) R x (x + ) + c x + f x ( ) Arâtati ca functia f (x) = , ( ) = (") > , astfel încât ( ) Д D [a, b] cu ||Д|| luam diviziunea Con- n Д : x — U ( ' i= v n sn = cos xdx = = ( + + + + n ) , n N* n n Cum f este integrabila, limn sn \ ( \ (n\ ) + ( — ) + + ( — ) nn n R, f (x) = x , n / \ / • ii nn i I n i= \ / \ / S (f, Д,«) , unde f : [ , ] ! R, f (x) = x , iar diviziunea Д si punctele intermediare « sunt alese ca în problema Cum f R [ , ] si f x dx = / , rezulta ca exista limn! sn = jJ x dx = / sn = ^ [^/( n) + у/( n) + + + У( n) - ( n - ) ], n N* R Scriem suma sub forma R sn s = A / ( ) + / ( ) + + / ( n n n n n n I F o / ■ =X - ( ^ > n n i= - n = s (f, д,о, n i — unde Д : n (n — ) dx + + [ (— ) dx /e en- en - (n - ) en- e e n e e n / ( - + - + + + + en \ en en~ -e e n ( /e)n - = en ( /e) - Evident, acest sir are limita si lim sn = - n!i — e Teoreme de medie Teorema (de conservare a inegalităților) Daca f, g R [a, b] și f (x) , ( ) x [a, b] , atunci Jt f (x) dx > Corolar Daca f R [a, b] , atunci |f | R [a, b] și | f (x) dx| pentru orice x > , f este strict crescătoare x + -v ’ (x + ) pe ( , ) si deci f (x) > f ( ) , pentru x > Conform Teoremei , rezulta ca R In ( + x) dx > R -dx J k + - J x + b) Fie f : [ , ] ! R, f (x) = xarctgx — In ( + x ) Functia este deriv- x x abila de doua ori si f (x) = arctgx -, f (x) = - > , x R ' + x ' ( + x ) , Asadar f este strict crescătoare ) f (x) > f ( ) = pentru x > ) f este strict crescatoare pe ( , ) : f (x) > f ( ) = , x > Deci si pentru x [ , ] , xarctgx > In ( + x ) De aici, J xarctgxdx > J In ( + x ) dx x — Fara a calcula efectiv integrala, arataȘi ca - , x R\ {— } , deducem ca f este strict crescătoare pe [ , ] , adica f ( ) = — , x [ ,^/ ] Dar aceasta este evident adevarata pentru ca sinx [ , ] Clase de functii integrabile Teorema (de marginire a funcțiilor integrabile) Daca f R [a, b] , atunci f este marginita pe [a, b] Teorema (de caracterizare de tip Cauchy) Funcția f : [a, b] ! R este integrabila Riemann pe [a, b] daca și numai daca ( ) " > , ( ) d = d (") > a î ( ) Д diviziune a intervalului [a, b] cu ||Д || exista o familie finita sau numarabila de intervale (a^bfi , astfel încât E C [ (ai; bj) și (b — a^) x E [ , ] \Q Așadar am dovedit că șirul qn —> сю Atunci / (жп) = /qn —> Cum / (ж ) = , obținem continuitatea funcției / în orice punct x$ irațional din [ , ] Deci mulțimea D a punctelor de discontinuitate ale lui / este inclusă în Q, adică este cel mult numărabilă Așadar D este de măsură Lebesgue zero Conform Teoremei lui Lebesgue, rezultă că / este integrabilă Riemann pe [ , ] d) (Un exemplu de mulțime nenumărabilă care are măsura Lebesgue zero) Se dă mulțimea I—M—U//////////////////)— ®—I C definită astfel: î mpărțim intervalul [ , ] în q Z Z Z j trei părți egale și înlăturăm intervalul [ / , / ] Cele două intervale rămase se împart fiecare în câte trei subintervale egale, după care eliminăm din nou intervalele din mijloc, adică [ / , / ] , respectiv [ / , / ] Continuăm această operație, adică înlăturăm mereu intervalele din mijloc după ce am împărțit fiecare interval rămas în trei părți egale Arătați că mulțimea C (numită mulțimea lui Cantor) care rămâne după înlăturarea tuturor acestor intervale este de măsură Lebesgue nulă b) Se definește funcția f : [ , ] R (numită funcția lui Cantor) astfel: pe fiecare subinterval din mijloc pe care l-am înlăturat, îi dăm lui f o valoare constantă: anume pe intervalul [ / , / ] luăm f (x) = / ; pe [ / , / ] definim f (x) = / și pe [ / , / ] luăm f (x) = / etc Demonstrați că f este integrabilă Riemann pe [ , ] R a) Lungimea reuniunii intervalelor eliminate este + iu + + ■" “ L De aici rezultă că mulțimea C care rămâne după înlăturarea tuturor acestor intervale este de măsură Lebesgue nulă b) Pe fiecare dintre subintervalele de mai sus, / este constantă, deci continuă Doar în punctele de schimbare a formei (adică pe mulțimea C de măsură Lebesgue zero), funcția / poate fi discontinuă Fiind și mărginită, conform Teoremei lui Lebesgue rezultă că / este integrabilă Riemann pe [ , ] Aratați ca funcția f : [ , ] ! R, f = x cos — +— sin —, rp rp rp xxx , x = x ( , ] admite primitive pe intervalul compact [ , ], dar nu este integrabila Riemann Pe [ , ] R Fiind nemărginită pe [ , ] , functia f nu este integrabilă Riemann pe [ , ] Dar f admite primitive pe [ , ] , de exemplu functia F :[ , ] ! R, F (x) = / ' cos x , , x Sa se arate ca funcțiile f , f : [— , ] ! R, f (x) = / ,x [ , ] П Q f (x) = / f (x) ' - ,x [- , ] \ (R\Q) ,f (x) [ x ( , ] = — , x [— , ] \ Q ,x [- , ] \ (R\Q) nu sunt integrabile pe [— , ] , dar f + f ți f f sunt integrabile pe [— , ] R Ca în problema se arata ca f si f nu sunt integrabile pe [— , ] Dar f + f = si f f = — sunt constante si deci integrabile Riemann pe [ > ] Integrale cu limite de integrare variabile Ne ocupam acum de integrale Riemann cu limite de integrare variabile Daca f R [a, b] , atunci f R [a, x] , ( ) x [a, b] Deci este bine definita functia F : [a, b] ! R data de F (x) = /X J a f (t) x [a, b] Teorema (de continuitate a lui F în raport cu limita superioara) Daca f R [a, b] , atunci funcția F este continua pe [a, b] Teorema (de derivabilitate a integralei în raport cu limita superioara de integrare) Daca f R [a, b] ți este continua în punctul x [a, b] , atunci funcția F este derivabila în x ți F (x ) = f (x ) În particular, are loc următoarea consecinta Corolar Daca f este continua pe [a,b] , atunci funcția F este derivabila pe [a, b] ți F = f pe [a, b] , adica orice funcție continua pe [a, b] admite primitive pe [a, b] , o primitiva fiind data de formula de mai sus pentru F Probleme rezolvate Fie f, g : [a,b] ! R continue Atunci exista un £ (a, b) a î f (t) dt) gu) = f u) ( / g(t) dt) ■ R Fie F (x) = f (t) dt • g (t) dt, x [a, b] Functia F este continua pe [a, b], derivabila pe (a, b) si F (a) = F (b) = Conform Teoremei lui Rolle, fi (a, b) cu F (£) = Dar rb rx F' (x) = f (x) / g (t) dt + g (x) / f (t) dt J x J a Atunci F u) = , f ( pe (— , U (л/ , si F (x) Deci, I™ = m— m ■^/ dx I™— m > , Io = f o Rezulta ca Г ^/ I = / sin xdx = — cos x = oo к ’ i ( n - ) ( n - ) • • • • к n = n • ( n - ) • • • • n • ( n - ) • • • • n+ = ( n + )( n - ) ••• • Aratați ca pentru orice funcție f integrabila pe [a, b] , avem: b b a) j' f (x) dx = j f (a + b — x) dx; a a bb b) j f (x) dx = j f (b — x) dx; oo c) R f (x) dx = R [f (x) + f ( a — x)] dx oo R a) Se face schimbarea de variabila a + b — x = u b) Se ia a = la punctul a) c) Se face schimbarea de variabila a — x = u Rezulta ca a / f ( a — x) dx = o a / f (u) du = a a f (x) dx a aa / f (x) dx + f ( a — x) dx = oo a a a = f (x) dx + f (x) dx = f (x) dx oa o = i: dx (x + ) px — R Facem substituția Vx — = t (x — ) Rezulta t = x= t + lx + V x - sau t Un calcul direct conduce la I= f dt JV t V V / \ Aratați ca funcția f : [ , ] ! R, f (x) = min I x, I este + x integrabila Riemann pe [ , ] ți sa se calculeze f (x) dx R Notam g : x + x + V x + [ , ] ! R, g (x) = x - Observăm + x are semnul lui x — Deci, ca g (x) = f (*) = ( - - x’ ’ x [ ’ ] ( x, x [ , ] Observăm ca f este continua, deci integrabila Riemann Avem p f Г f (x) dx = xdx + -’dx = —- arctg JO Jo J + x Aratați ca funcția f (x) = arcsin x x grala Riemann a lui f pe acest interval - , / ți calculați inte- R Fiind continua, f este integrabila Riemann pe primitive Aplicăm formula Leibniz-Newton Deci calcu itivă (folosind metoda integrării prin părti) - , si admite ăm mai întâi o prim- / arcsin x ■■dx= arcsin xdx = dx -arcsin x + — x J x\J — x /'(- ) x R F Pentru a doua integrala, folosim schimbarea de variabila x = sin t = ' (t) cu ' : [—^/ , ^/ ] - , - ^ Evident, ' este bijectiva, derivabila cu ' continua si ' (t) = cost = pe (—^/ ,^/ ] Daca f (x) = — , atunci x\J — x [ f (' (t)) ' (t) dt = / ■ jt ,|dt = J J Sin t |cos t| f , [ (cos t) = —— dt = dt = - In J sin t J cos — cos t — cos t + dx deci - = — In J xv' x \/ — x — / — x + si, dupa aplicarea formulei Leibniz-Newton, se ajunge la +C Se înlocuieste în expresia R -— dx x f ^ / arcsin x ( — / ) к / J- x к J Probleme propuse Sa se arate ca urmatoarele țiruri au limita ți sa se calculeze limitele lor cu ajutorul integralei definite: a) sn b) sn n n n ” ” n + + + -î" +-o + + n+ n+ n+n n [ n + n - - - /n \ / + n -/ + n / n + n/ - / n + ( n — ) ’ n ; c) R a) k/ ; b) ln — ( / ); c) x/ Fara a calcula imtegralele, comparați-le: f°/ sinn xdx si f°/ sinn+ xdx R f°R/ sinn+ xdx a Numim P / f (x) J a dx lim [ f (x) 'fi dx Daca limita e finita, atunci integrala se zice convergenta sau f R[a, ) Daca limita este sau nu exista, atunci integrala se zice divergenta Analog, Zb rb f (x) dx = lim / f (x) dx, - a!- J a Z f (x) - dx lim a! — i bn dx f f (x) a Observație Daca F este o primitiva a lui f pe [a, ), atunci P f (x) a , a dx = F ( ) — F (a) = F (x) unde F ( ) = lim F (x) X! Criterii de convergența ) Criteriul de comparație Daca și Л g (x) dx (D) , rezulta ca și Л f (x) dx (D) (c) Pentru implica j' f (x) dx convergenta; b) а a și f (x) dx ; c) X dx verge b) Ib — b dx — lim b—— o + x — lim arctg b — —, deci integrala con-bn b e ax sin x dx — [ e-ax ( — cos x)' dx — oo /У m R a) î-^- + x b rb — eax cos x + / — ae ax cos xdx b b — —e ab cos b + — a e a'x sin x —ae ax sinxdx — —e ab cos b + — a (e ab sin b + aI^ Deci Ib + a — — e ab cos b+ — ae ab sin b ) Ib — —e ab cos b + — ae ab sin b + a Cum lim Ib = bn c) : : -ă ) f e i + a dx = lim + x bnj = - lim arctg b b!: : ax sin x dx converge si J e ax sin x dx = - + a x dx = + x R — = bx -dx + lim + x a!-:Ja lim arctg a R a! — : Integrala este convergenta : Studiați convergența integralei probabilităților f e x dx : ^ : ^ R Scriem J e x dx = f e x dx + J e x dx și observam ca doar a doua integrala este improprie Studiem convergenta ei Pentru x > avem Deci, r — ( , ) pentru a = , A > J rpX ax R Aplicam Criteriul Dirichlet pentru f (x) = sin x, g (x) = —- xA f R [a, b], b > a si sinxdx = |cosb — cosa| ) nu este absolut convergenta ax ca ca R Integrala este convergenta conform exercițiului pentru A = Arătam |sin x| j -dx este divergenta ax |sin x| Presupunem ca J -dx converge Atunci, cum sin x , integrala I converge b) Pentru si J sinxdx = |cos — cos b| ) xA sin x Deci pentru A > , / ——dx converge J , I este absolut convergenta sin x x b) Arătăm că J = f pentru A > Avem estimarea: dx diverge pentru , atunci integrala are x o valoare finita, anume / (A — ) Deci f dx diverge pentru cos x Pe de alta parte, f -r— dx converge conform Criteriului lui Dirichlet, J r^X x ca în problema , pentru orice A > De aici, sin x dx diverge pentru ; x x x I sinxl f x 'vl J ) x sin x sin x Cum —— dx converge pentru orice A > , rezulta ca —— dx este XX x x semiconvergentaă pentru Integrale improprii de speta a Il-a Definiția Fie b punct singular pentru funcția f : [a, b) ! R (adica un punct în vecinătatea caruia f este nemărginita )ți integrabila pe [a, b — "], cu " > Atunci definim f f (x) J a Г' dx = lim / f (x) "— / a dx, daca aceasta limita exista Observație Daca f admite primitiva F pe [a, b — "] si daca exista F (b) = lim F (b — "), atunci " - f f (x) a dx = F (b) — F (a) = F (x) b a Analog se definesc integralele improprii de speta a doua în a Pentru integralele improprii de speta a doua, criteriile de convergenta sunt similare cu cele pentru speta întâi Reamintim mai jos doar cele doua variante ale Criteriului în a, una pentru integrala improprie în b, alta pentru integrala improprie în a Criteriul de convergența în a (pentru integrale improprii în b) Daca f : [a, b) ! [ , ) si lim (b — x)“ f (x) = A [ , + ], atunci x—b- a) a , A > implica ff f (x) dx divergenta Criteriul de convergența în a (pentru integrale improprii în a) Daca f : (a, b] ! [ , ) si lim (x — a)“ f (x) = A [ , + ], atunci x—a+ a) a , A > implicla b f (x) dx divergentla Probleme rezolvate Studiați convergența integralelor improprii de speța a Il-a: dx / dx / dx a) J л ; b) J /Q o i ’ c) J î~ - V — x i xy x — x — x ln x R a) f (x) = == este nemărginita în vecinătatea lui x = — Prin V — x calcul direct, f° dx J- p dx = = lim — = lim arcsin x x "^ ,J +e V - x ' — +" к — lim arcsin ( — + ") = — ■ Integrala este convergentaă b) Functia f (x) = — este nemărginita în vecinătatea lui x\J x — x — r(-i/ )- I = lim / "' J - dx x x " — = lim arcsin - " ' " + - x - г ( • x + lim arcsin - "! \ x (- / )- - x = — к ’ Integrala este convergentaă c) f (x) = - — este nemarginita în vecinătatea lui x = x ln x I = lim I / (nxL dx = lim "' " ln x "' ln x / =l A + A "! \ ln In " ln ’ Integrala este convergenta dx Studiați convergența integralei j о V - x R Functia f (x) = - este nemărginita în vecinătatea lui x = V — x Observăm ca i A = lim ( — x)“ f (x) = lim ( — x)“ ( — x) ( + x) ( + x ) x% x% v Pentru a = / , i i A = = - pentru a = R Integrala este improprie în , daca A > (si proprie pentru A , daca p ( , В В = a — A + > — A , A > ), R ' л dx x diverge dx Sa se calculeze valoarea principala în sens Cauchy a integralei ( — x dx dx dx dx R f — = f + f — Ambele integrale sunt improprii în si sunt - dx dx - divergente ( f — = In I x I x x dx = ; fd± = ln IxI - x obisnuit (ar / dx - nu e convergentaa în sens convergenta) Dar exista lim I f + f — "— x " x dx = ) Rezulta ca — o x i trebuit ca ambele integrale sa fie R ^ = lim (In" — In ") = Deci "—> Vp/ - dx — = (La Vp se izolează punctele singulare pe intervale simetrice ) x Stabiliți convergența integralei j' Insin xdx R Integrala este improprie în Notam A = lim (x — )“ f (x) = lim x“ In sin x x — x — Fie în continuare a > Aplicând regula lui l’Hopital, gasim • cos x lnsin x — x „ A = lim = lim sI"x , = lim cos x x“ = x— x “ x— —ax “ x— a sin x Luând a ( , ), cum A = ( R Absolut convergenta pentru p > ; semiconvergenta pentru ; b) a + , R a) o ln Ți b) ;T a — dx ( + x) \fx Stabiliti convergenta integralei J ln(cos x) dx R Criteriul în a : converge Studiati convergenta integralei (,' = J Jo ( + x \ x R Criteriul în a Converge Studiati convergenta integralei data prin relatia de recurenta In sin nx i -dx n > sin x n R Converge Valoarea integralei este In = Е / ( k - ) • k= Capitolul Integrale curbilinii Integrale curbilinii de speța I Definiția Se numește drum (parametrizat) sau curbă în R" orice funcție q : [a, b] R", ^(t) = ( „,(t)), t G [a, b] continuă Ecuațiile xi = (t) , t G [a, b] %n Sn(f) definesc o reprezentare parametrică a drumului (curbei) Drumul opus lui : [a, b] R" este - : [a, b] R" - (fi) = (a + b — t) , (V) t G [a, b] Dacă " : [a, b] —> R" și : [b, c] —> R" sunt drumuri cu proprietatea că ! ( ) = (fi) , atunci juxtapunerea lui X cu este drumul U : [a, c] R", ( U ) (t) = (t),te [a,b] Ъ ( [fi c] Un drum : [a, b] —>■ R" = ( ,yn) se numește drum neted, dacă funcțiile x, „, G C ([a, b]) Un drum : [a, b] —>■ R" se numește neted pe porțiuni dacă se poate scrie ca o juxtapunere a unui număr finit de drumuri netede Fie : [a,b\ —>■ R" un drum dat de reprezentarea parametrică de mai sus, Д G P ([а,Ь]), Д : a = t r) = ^ F ( (rk)) sk = XF ( (rk) ; ; n Ы) \/[ (tk) - (tfc-i)] + + [ n (tk) - n (tfc-i)] k= Definiția Spunem ca funcția F este integrabila în raport cu lungimea curbei daca exista un numar real I cu proprietatea ca ( )" > , ( ) S = S (") > astfel încât ( ) Д D ([a,b]) (=mulțimea diviziunilor intervalului [a,b]) cu ||Д|| c) Ecuatiile parametrice ale curbei sunt x = at , y = t, t a, de variabila Atunci, x (t) = - , y (t) = Deci, ds = + dt, iar l ( ) = jb^b/ă + dt Pentru a calcula aceasta integrala, facem schimbarea a a l~ă = u De aici, t = — ) dt = - du, u = — Deci, ’ u u , у t ’ /•Vă/b / l ( ) = k V u a f , + —— du = a / \ —u + —du u J^ă/b V u a „ / Vv + , r „ — ,— -dv facem acum o noua J( / )y/ă=b v - x ) — = v, dv = —— dx Deci, l ( ) = x x Notând v = u/ ) l ( ) = schimbare de variabila: — = v — J( / )^^^ xpx + dx Sa determinăm o primitiva a functiei de sub integrala: [ [ x (x + ) f x fx I — / x\/x + dx — / -dx — / -dx + / dx — A I x V x -L Cv x I , IX x I , IX x IX x J J J J / \ rp i * /rp I Т~ zJrp « /гр i У — rf‘ \ /' * У Q T" •« /rp У x I V x + J dx + V x + — \ x + — I + V x + , deci I ( ) = = - (x + ) px + + C Aplicând formula Leibniz-Newton, gasim ( b + a) / - ( a) / Sa se calculeze f ye xds, unde este curba data parametric prin ecuațiile: x = ln( + t ) y = arctgt — t + , t [ , ] R Functia F : R ! R, F(x, y) = ye x fiind continua si curba fiind neteda, exista integrala din enunt Întrucât x'(t) = t + t ’ - y (t) = F+t - ' ■ obtinem qx'(t) +yo (t) \ /f t + f ~t = vx (t) + y (t) =vu+ ^ +u+ ^ Utilizând Teorema ajungem la =f ye-^ds = У( arctgt — t + )e ln( +t )dt = j arctgt ■ + dt— dt + / + dt = arctg t I ln( + t ) | + +arctgtj = + - ^ln sa se calculeze integralele curbilinii de speța întâi: a) = y yds, unde AB este arcul definit prin x = t, y = t [ , ]; b) I = у AB xyzds, unde este elicea circulara data de : x = a cos t, y = a sin t, z = bt, t [ , ^] R Functiile de sub integrale sunt continue, iar curbele sunt netede, deci exista integralele a) I — f pt\ I dt — - f p t + dt — J V t J b) I — jJ" a bt cos t Sin tpa cos t + a Sin + b dt — — a b^ -— ȚȚ sin tdt — -a b p a + b • Jo Sa se calculeze integralele curbilinii de speța întâi: a) I — (x + y ) ds, x — a (cos t + t sin t), y — a (sin t — t cos t) , t [ , p ; b) I — j\/x + y ds, — ( t + ) = I — — z-\q -L l ~f~ qivi ~k I qivi р/лс b I cin -L l ~f~ t~‘(~\a b г)/ cin b i~‘ела f i У’/'/'/’ — a / ICOS t + t Sin t + t Sin t COS t + Sin t + t COS t — t Sin t COS tl bdb Jo —a /• ^ ( + tȚ tdt — a /t t \ (д + x) — a l + ^ } • b) Cercul se mai scrie x a + y a — • Parametric, avem ’ a +— cos t + a x — - a y — Sin t,t [ , %] • a a Atunci, x (t) — — / a a — Sint,y (t) — — cost, ds — dt: de aici, ,y w , f ^ I Ța a Ța I — —I—cos t]—dt Jo V ) a Г " p Jo t cos - , a Г t , dt — — cos — dt— Jo a f T ■ L t cos - dt — a : Sa se calculeze integralele curbilinii de speța I luate luate de-a lungul curbelor indicate: a) f XycdS, y : X = t y = ( / ) z = f / , t [ ] ; b) Уx ds y : x + y + z = a x + y + z = a > R Curbele de mai sus sunt netede, iar funcțiile de sub integrala sunt continue, deci exista integralele curbilinii de speta I a) Elementul de arc este ds = \/ + t + t dt = ( + t) dt iar integrala devine i = Л У = (i+ ) dt = ^( -t / + - /^ i = ^ Jo ' \ + J b) Ecuatiile carteziene implicite ale curbei y sunt: = —x — y \ y a ) z z= x y y x +— + x + y + xy = a Atunci, ecuatiile parametrice ale curbei sunt i y a + + v/ sin t y (t) = a cos t z (t) = V -— a cos t+ a sin t ds = adt Integrala devine I = -a sin a t + cos + Wă —-—a sin t cos t adt = a f " = “ Jo cos t , a f " dt Jo + cos t dt — /• " Jo sin tdt = t ra (t sin A a (t sin A т/ ( rnltX, va [ \ J+ \ + J \ P Integrale curbilinii de speta a Il-a Definiția Numim forma diferențială pe domeniul D C Rn o expresie de tipul ! = P dx + + Pndxn, unde P , , Pn : D ! R sunt funcții date depinzând de n variabile (numite coeficienții formei diferențiale !) Cazuri particulare a) Pentru n = , o forma diferențiala ! : D C R ! R are forma ! = P (x,y) dx + Q (x, y) dy b) Pentru n = , ! : D C R ! R ! = P (x, y, z) dx + Q (x, y, z) dy + R (x, y, z) dz Fie drumul dat parametric prin xi = (t) xn n (t) si P , Pn : ([a, b]) ! R functii date Notam ! = P dx + + Pndxn Fie diviziunea Д : a = t , ( ) S (") > astfel ca ( ) Д D ([a, b]) cu ||Д|| în sens pozitiv R Semicercul se scrie parametric astfel: x = + cos Ѳ у = sin Ѳ cu Ѳ G [ , г] Atunci integrala dată devine dy y f - luată pe arcul elipsei = între A ( , ), В x “I- R Arcul de elipsă se reprezintă parametric prin fixat L ~ ( + r cos Ѳ) r sin Ѳ r (— sin Ѳ) 'Ѳ + (— r cos Ѳ — r cos Ѳ) r cos Ѳ 'Ѳ (— r cos Ѳ — r cos Ѳ) + r sin Ѳ ^ — r sin Ѳ ( + r cos Ѳ) — r cos Ѳ ( + r cos Ѳ) r cos Ѳ ( + r cos Ѳ) + r sin Ѳ аѳ fi ~ sin Ѳ ( + r cos Ѳ) + cos Ѳ ( + r cos Ѳ) / q ~ dѳ Jo cos Ѳ ( + r cos Ѳ) + sin Ѳ Luam r > arbitrar de mic, de exemplu, r Rezulta А = - Г Jo Jo sin Ѳ + cos Ѳ fi ~ - —dѲ = — / cos Ѳ + sin Ѳ Jo аѲ cos Ѳ + sin Ѳ /• ^ Jo аѲ —Tn cos Ѳ + tg Ѳ [■ ~ Jo d (tg Ѳ) + tg Ѳ d (tg Ѳ) d (tg Ѳ) + tg Ѳ + tg Ѳ Г d (tg Ѳ) J L + tg Ѳ: Facem substituția tg Ѳ = u ) аѲ du ; de aici deducem ca u p pi Jo ! = Jo du du + u + u L + u- du Zi i + u • du =L o / o v г J + L (Am făcut ca în fiecare integrala noua variabila u sa varieze în același sens; aceasta conditie nu era satisfăcuta în integrala initiala ) L! u ~ ai’ctg - %: — Observație fa cu C care cuprinde în interior doua puncte singulare o A ( , ), B (— , ) va fi egala cu suma a doua integrale curbilinii pe doua curbe C , C care înconjoare respectiv punctele A si B, fiecare luate în sens direct Propozitia e analoga pentru un numar finit de puncte singulare (i) Determinați n N a î expresia ax + bxy + cy (x + y )n (x dy — y dx) (a, b, c constante date) sa fie o diferențiala totala exacta pe un domeniu ce nu conține originea (ii) Pentru acest n găsit, să se calculeze f ш, unde C este drumul ce c unește două puncte A și В ale axei Ox, de abscise xq și Xi R (i) uj = P dx + Q dy e diferențială totală exactă dacă si numai dacă ^=ș Dar dP d /—y (ax + bxy + cy ) dy dy \ (x + y )n d / —ax y — bxy — cy dy \ (x + y )n (—ax — Abxy — cy ) (x + y )n — yn (—ax y — bxy — cy ) (x + y )n (x + y )n — (ax + bxy + cy ) (x + y ) + ny (ax + bxy + cy ) ~ (x + î/ )ra+ ’ dQ d /ax + bx y + cxy \ dx dx \ (x + y )n J ( ax + Abxy + cy ) (x + y )n — nx (x + y)n (ax + bx y + cxy ) (x + î/ ) " ( ax + bxy + cy ) (x + y ) — nx (ax + bxy + cy ) dP dQ + ^ Г+ ’ ny (ax + bxy + cy ) — (x + y ) (ax + Abxy + cy ) = = — nx (ax + bxy + cy ) + (x + y ) ( ax + Abxy + cy ) n (x + y ) (ax + bxy + cy ) = (x + y ) (ax + bxy + cy ) Rezultă n = Expresia ax + bxy + cy x + y xdy — у dx este formă diferențială exactă depinde de drum Deci J ш nu c (ii) Lucrând în coordonate curbilinii I y = r sin Ѳ rezulta x dy — y dx x + y ax + bxy + cy x + y d (arctg —] = dѲ, x ar cos Ѳ + br cos Ѳ sin Ѳ + cr sin Ѳ r a cos Ѳ + b cos Ѳ sin Ѳ + c sin Ѳ De-aici C = y (a cos Ѳ + b cos Ѳ sin Ѳ + c sin Ѳ) dѲ = f + cos ^ f лч, ,л [ n - cos Ѳ ,n = a dѲ + b sin Ѳ (sin Ѳ) dѲ + c dѲ = Jo Jo Jo = — ( Ѳ +— sin Ѳ ) + b sin Ѳ +— ( Ѳ-sin Ѳ ~ = x (a + c) Integrala este independenta de x si xi Sa se determine funcțiile ale caror diferențiale totale sunt: a) ! = (y + z) dx + (x + z) dy + (x + y) dz; ( y\ (x x\ xy b) ! = dx + I - + — dy -dz \ y z J \z y J z R a) Metoda I: ! = P dx + Q dy + Rdz df @fd + @fd + @fd ! = df = — dx + — dy + — dz @x dy dz @f @f df dz P = y + z Q = x + z ) f (x, y, z) = xy + xz + C (y, z) ) R = x + y df dC df dC — = x + —— si —— = x + z (din ecuatia ) ) —— = z Deci C (y, z) = dy dy dy zy + K (z), iar f (x,y,z) df df — = x + y, dar — dz dz — constanta Deci f (x, y, z) = xy + xz + yz + k a î df = ! dC ' , dy ~ ~ = xy + xz + yz + K (z) Din ecuația rezulta = x + y + K (z) Rezulta K (z) = , adica K (z) = k Metoda II: Se calculează f = f ш, unde c C este drumul MnNPM, cu Mq (хо,уо, Zq), M(x,y,z), M N || Ox, NP || Oy, N (ж, y , г ), P (ж, у, z ) Rezultă f (РУ,?) - f (хо,Уо,?о) = + Jmon = (ж - Жо) (уо + ?о) + (у - Уо) (ж + ^о) + (ж + у) (г - г ) = = ху + xz + yz + к b) Metoda I: df x x f (x,y,z) = ж - - + — + C (y,z dy z y У z df -xy R a) I = ; b) I = /( ^); c) I = a / Sa se calculeze integralele curbilinii de speta întâi pe arcele de curba din R indicate: a) I = j z (x + y ) ds, unde : x = t cos t, y = t sin t, z = t, t [ , ] ; b) I = f (x + y + z) ds, : x = a cos t, y = a sin t, z = bt, t [ , ^/ ] , a, b > R a) I = ^ + ^ ; b) I = PO^Tb f a + / J ydx+z dy+xdz în sens pozitiv pe arcul elicei x = a cos t, y = a sin t, C z = bt,F e , ( ) S = S (") > încât ( )Д o diviziune a lui D cu ||Д| = ^ll’V'> [ f (T (u, uf) \det JT (u,v)\dudv Ja D Funcția care schimbă variabila veche (ж, у) în variabila nouă (u, v) este T (u, v) (ж, у) sau, detaliat, (Ti (и, v) , T (и, v)) = (ж, у) Probleme rezolvate Să se calculeze integralele duble pe mulțimile indicate: „ „ ж dxdy JJ -—, unde D este dreptunghiul de laturi ж = , ж = , / = , D + У ff (ж + у) dxdy, D fiind domeniul limitat de у = ж , у = ж D II - “ „„ xdxdy ff , , unde D d x + y R Determinăm punctele de intersecție: ^ este domeniul limitat de у = x, у = — (a> ) = О xi = ,x/i = ж = «, У = a Domeniul este D : ; , Г У x— arctg — o o тѵа T r O O -ln ff y/ x — y dx dy, D este domeniul limitat de у = x, у = O, x = D R Domeniul D se definește prin inegal- itățile D : pi f X Atunci, I o Jo o I • У ' = x arcsm — x o x — y ■ / o , unde D este domeniul limitat de x = , у = O, x — y = , unde D este domeniul limitat de у = — , у = , у + ) dxdy, unde D este discul x + y y + = - y + - ) + (y ~ ) + ] dxdy io ff D cos Ѳ — l) + (/ sin ) + ] / d = cos — / cos Ѳ + p + ) / dd = tt O Ț - sin + -Ѳ dx dy unde D este domeniul mărginit de curba R Facem transformarea (schimbarea de variabilă) T : Vedem în ce se transformă frontiera lui D x = p cos Ѳ у = x/Spsin# (p cos Ѳ + p sin ) = \/ /Э cos Ѳ sin Ѳ -ФФ- p = \/ cos sin Ѳ Cum p > rezultă sin# > Deci Ѳ G [ , г] Apoi, trebuie ca ) det p' (p, #) = cos Ѳ \/ sin —p sin Ѳ \/ / cos Ѳ = V p cos Ѳ + \/ / sin Ѳ = \/ p Atunci integrala devine: Г Т сѴЗ COS Ѳ sin Ѳ fo z- Г гл/з cos Ѳ sin Ѳ i= de V pdp = = Ѵз de dP Jo Jo уp- cos # + /Э sin Ѳ Jo Jo Г = v / v cos sin dd = — cos = Jo ff xdx dy, D = (ж, у) I ж [ у y > g у + x + y R Folosim coordonatele polare: , p p = COS# A / Г T\ —ă— In interiorul parabolei, Ѳ E -, — ), sin Ѳ \ / (cos Ѳ \ , —ă— Jacobianul transformării sin Ѳ J , D(x,y) este ———— = p Sub integrală avem o funcție pară în sin și cos Facem substituția tg Ѳ = t și ținem cont că t sin Ѳ = tg Ѳ cos Ѳ = + t Atunci, I = deci dt +t dt /' I /? t=\/ tgtz \/ du cos и / T sin u V T\/ o О- П dxdy, D = Л V I - + — > к - I Г x = ap cos Ѳ - ^-,/ гмс-і R Deci p > , Ѳ [ , ^ \ y = bp sin Ѳ D (x,y) D(Р,Ѳ) a cos Ѳ —ap sin Ѳ b sin Ѳ bp cos Ѳ abp f 'K pi I = J d J abp) dp -e P xab dѲ = - / e Probleme propuse Sa se calculeze integralele duble, în caz de existenta: //ln(x+y)dxdy,D: x ,y ° D R / Jex +y dxdy, D : x + y D R fe" — Ь II y/x + y dxdy, D : x + y D R / BIBLIOGRAFIE G Apreutesei, N Apreutesei Dumitriu, Introducere în teoria integra-bilitătii, Editura Performantica, Iași, L Arama, T Morozan, Probleme de calcul diferențial si integral, Editura Tehnica, Bucuresti, C Avramescu, C Vladimirescu, Curs de calcul științific, Tipografia Universității din Craiova, Craiova, D Bors, Note de curs pentru Facultatea de Automatica si Calculatoare, Universitatea Tehnica "Gh Asachi", Iasi, - N Calistru, Gh Ciobanu, Curs de Analiza Matematica, vol I, Ro-taprint, Institutul Politehnic Iasi, C Calin, N Negoescu, Matematici superioare (Elemente de analiza matematica, geometrie diferentiala, ecuatii diferentiale, analiza numerica), Editura Unirea, Iasi, S Chirita, Probleme de matematici superioare, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, N Ciorănescu, Curs de algebra si analiza matematica, Editura Tehnica, Bucuresti, A Corduneanu, Gh Ciobanu si N Graădinaru, Analizaă matematicaă, vol I, II, Rotaprint, Institutul Politehnic Iasi, B Demidovitch, Recueil d'exercices et de problemes d'analyse math-ematique, Deuxieme edition revue, Editions MIR Moscou, G M Fihtenholt, Curs de calcul diferential si integral, vol - , Editura Tehnicaă, Bucuresti, - St Frunza, Lectii de analiza matematica, Editura Universitatii "Al I Cuza", Iasi, A Halanay, V Olariu, S Turbatu, Analiza matematica, Editura Didacticaă si Pedagogicaă, Bucuresti, A Neagu, Curs de Analizaă Matematicaă predat la facultatea de Automatica si Calculatoare, Univ Tehnica "Gh Asachi", Iasi (pe Internet), http: //eureka cs tuiasi ro/~aneagu M Nicolescu, N Dinculeanu, S Marcus, Analizaă matematicaă, vol I, II, Editura Didacticaă si Pedagogicaă, Bucuresti, C P Niculescu, Analiza : Calcul integral pe Rn, Reprografia Uni-versitaătii din Craiova, Craiova, A Precupanu, Bazele analizei matematice, Editura Universitaătii "Al I Cuza", Iasi, M N Rosculet, Analizaă matematicaă, vol II, Editura Didacticaă si Pedagogicaă, Bucuresti, W Rudin, Real and Complex analysis, rd edition, McGraw-Hill Company, New York, G Siretchi, Calcul diferential si integral, vol , , Editura Stiintifica si Enciclopedicaă, Bucuresti, O Stănășilă, Analiza Matematica, Editura Didactica si Pedagogica, București, G E Silov, Analiza matematica (Functii de o variabila reala), Editura Stiintifica și Enciclopedica, București, R Tudorache, Culegere de probleme de Analiza Matematica, vol II, Calcul integral, Editura Universitătii Tehnice "Gh Asachi", Iași, https://neculaifantanaru com/leadership- html https://neculaifantanaru com/en/leadership- html